Cycle 3. Etude et modélisation des systemes dynamigues a masse
conservative

Chapitre 2 : Caractéristiques d’inertie des solides
Principe de conservation de la masse
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an Qu’est ce qu’un systéme a masse conservative ? Comment déterminer les caractéristiques
a | d’inertie d’un solide ? Comment représenter un opérateur d’inertie ?
B. Modéliser:

=~ - Connaitre la forme de la matrice d’inertie d’un solide
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- - Savoir simplifier une matrice d’inertie d’un solide ayant des particularités physiques (symétrie...)
n - Utiliser un modeleur volumique 3D pour déterminer la masse et la matrice d’inertie d’un solide
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Caractéristiques d’inertie des solides

1. Principe des effets dynamiques

En PTSI, nous avons étudié indépendamment les vitesses et accélérations de point appartenant a des solides indéformables
= CINEMATIQUE et les efforts appliqués a ces mémes solides sans mouvement = STATIQUE.

La dynamique (du grec dynamikos, puissant, efficace) est une discipline de la mécanique classique qui étudie les corps en
mouvement sous l'influence des actions mécaniques qui leur sont appliquées. Elle combine la statique qui étudie
I'équilibre des corps au repos, et la cinématique qui étudie le mouvement.

Voici quelques exemples d’effets dynamiques :
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2. Notions d’inertie

Démarrage Démarrage
lent F raprde
f L'action tangentielle sur la poignée est plus forte si
, @ @ l'accélération angulaire est forte.
' ‘ Si le démarrage est trés lent, I'effort appliqué sert trés peu a
: accélérer le mouvement ; simplement a vaincre, en
#" faible & fort

particulier, le couple de frottement du panier dans la cuve.
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; L'action tangentielle sur la poignée est plus
@ forte si la masse contenue dans le panier est
L

importante.

Mais si le démarrage est trés, trés lent,

Quantité de matiere  Quantité de matidre  Quantité de matiére I'influence de la masse se fait peu sentir.
en rotation faible en rotation faible en rotation forte
Démarrage
F rapice ¢ masse
importante

En revanche, "dur, dur" ici, »
ou masse et accélération se
"liguent" contre le cuisinier !

&" fort + mosse forte

De quoi dépend I'INERTIE ? = de la MASSE de matiére et de la REPARTITION de matiére

= MASSE de matiére :

Exemple 1 : Vélo et moto

A vitesses egales, il est plus facile de ralentir un vélo qu 'une moto (ralentir = diminuer la norme de la vitesse)

Exemple 2 : Comparaison de roues de vélo cyclotouriste / VTT Inertie

Forte
Il faut un moment plus important pour lancer la 2éme (& diamétre égal sa masse est plus |mporta @
( Inertie
8 REPARTITION de matiére :

Faible
Exemple 3 : Roue de vélo / arbre de méme masse et de faible diamétre Roue de veélo Meme Masse

Le moment nécessaire pour lancer la roue est plus important que celui nécessaire
pour lancer ’arbre.

Pour la roue la matiére est répartie différemment, beaucoup plus loin de [’axe de rotation — inertie plus forte.

3. Notions de masse

La masse « m » d’un systéme matériel représente la quantité de matiére dont il est constitué.
Un point matériel « M » est un point de I’espace affecté d’une masse « m ».
Les systémes matériels étudiés dans ce cours peuvent étre caractérisés :

v’ soit par un nombre fini « n » de points matériels M; de masse respectives m; (systeme matériel discret) ;

m(S) = Zn:mi
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v’ soit par une répartition continue de masses (systéme matériel continu) ;

m(S) = [dm

Pour un volume matériel, une surface matérielle ou une ligne matérielle on obtient :

m(&) = [[[nvdy m(z) = [[uM)ds m(D) = [uvdl

n(M) représente une masse volumique dans le cas du volume matériel A, une masse surfacique dans le cas de la surface
matérielle X et une masse linéique dans le cas de la ligne matérielle T

Conservation de la masse :

Un systeme matériel S (solide, fluide,...) est @ masse conservative si celle-ci reste constante au cours du temps ; a la fois
pour S et pour n’importe quelle partie de S. En mécanique classique, on admet que la masse est une constante
indépendante du temps.

4, Caractéristiques d’inertie pour un solide

Attention : centre d’inertie = centre de masse (= centre de gravité)
4.1. Définition

Pour un systeme matériel (S) de masse strictement positive m(S), a l'instant t donné, il existe un point G et un seul,
appelé centre d'inertie de (S) a l'instant t, tel que:

v/ pour un systéme a structure discréte, constituée de points M; de masse m; :

_ n —_ n
m(S) AG = Z m. AM, avec|m(S) = Z M, |et A point de I’espace arbitrairement choisi.
i=1 i1

v/ pour un systéme a structure continue, constituée de points M de masse dm :

— >
m(S) AG = IAM dmi@a) avec|m(S)= Idm et A point de I’espace arbitrairement choisi.
s S

> >
Si A =G, alors IGM dm=0
S
—_ >

Si I’on considere un solide indéformable, on montre, en dérivant I’expression (1), que VG 5= 0|

Ce qui signifie que le centre d’inertie d’un solide indéformable est un point fixe du solide.

Caractéristiques d’inertie des solides page 4/13



Mr Pernot

o ————

8 _
5 LANAT
.
e
: - i

CPGE-PT
Caractéristiques d’inertie des solides

4.2. Détermination du centre d’inertie

4.2.1. Position du centre d’inertie

M est un point matériel de masse dm appartenant au solide (S) de masse m.

Point matériel masse Amou dm

solide
masse m

—> 4 —> \
[OM:XR>+y'§+z'>z‘ et ’OG =x(53>(4ryG })+ZG'Z

G étant un point fixe du solide indéformable (S) et la position du centre d’inertie étant définie par la relation :

—_— —> — —
m(S) OG = [OM dm| ou  |V(S). 0OG= [om.av
S S

On obtient :

me:jxdm msz_[ydm szz_[zdm
S S S

4.2.2. Position du centre d’inertie des solides composés

Si un solide (S) peut se partager en n solides (Si), géométriquement simples, de masse m; et de centre de masse
Gi connus, le centre d’inertie G de (S) se détermine a partir de la relation :

Attention le centre d’inertie d’'un systeme déformable de solides est mobile.

4.2.3. Symétrie matérielle

La recherche du centre de gravité se trouve facilitée dans de nombreux cas :

Quand un solide (S) homogéne présente :

SYMETRIES DIVERSES A EXAMINER

v un plan de symétrie, ou S Jasaaeupines

V" un axe de symétrie, ou { -

v un centre de symétrie %

ol .

alors son centre d’inertie G se situe, | /_/_,_ Y 7
respectivement : I .

v’ dans le plan de symétrie, ou \

v' sur ’axe de symétrie, ou ="

v au centre de symétrie RO = 4

symétrie

—_\_Plans de symétrie

Attention, la symétrie doit &tre non seulement géométrique
mais aussi massique.

Caractéristiques d’inertie des solides
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4.2.4. Technique de calcul

Voir calcul des intégrales multiples

Théorémes de GULDIN:

Les théoremes de GULDIN permettent de déterminer la position du centre d'inertie d'une ligne ou d'une surface
plane.

Théoréme n°1:

L'aire « S » de la surface engendrée par la rotation d’une ligne plane « I' » autour d'un axe « A » situé dans son
plan et qui ne la coupe pas, est égale au produit de la longueur « L » de la ligne « T" » par la longueur de la
circonférence du cercle engendré par la rotation autour de I’axe « A » du centre d'inertie G de la ligne « T" ».

A

r

Théoréme n°2:

Le volume «V » du solide de révolution engendrée par la rotation d’une surface plane « 8 » autour d'un axe
« A » situé dans son plan et qui ne la coupe pas, est égale au produit de ’aire « A » de la surface « & » par la

longueur de la circonférence du cercle engendré par la rotation autour de I’axe « A » du centre d'inertie G de la
surface « 5 ».

A

V=21 X; A
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5. Opérateur d’inertie
5.1. Moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe A
5.1.1. Définition
Soit un axe A lié a un solide S de masse m. Soit r la distance d’un point M S
quelconque du solide S a I’axe A. O
Le moment d’inertie du solide S par rapport a ’axe A est le scalaire suivant :
1, (S)= I r’dm
A ( ) PeS —_— =
A\ "R
&,
Unités : kg.m?
J
: Pk
Remarques : .3 \‘

Le moment d’inertie d’'un solide par rapport a un axe est un scalaire positif ou nul.
Le moment d’inertie caractérise la répartition de la masse du solide S autour de I’axe A. Plus 1a mauere e > est

éloignée de A, plus le moment d’inertie est grand et plus le solide est résistant aux variations de fréquence de
rotation.

5.1.2. Rayon de giration

Le moment d’inertie étant le produit d’une masse par le carré d’une distance, on définit pour le solide S le rayon de
giration R par :

l,(S)=m R’

L’intérét du rayon de giration est de donner une indication sur 1’éloignement des masses par rapport a ’axe
considéré. Tout se passe comme si la masse m du solide S était concentrée en un point situé a une distance R de
I’axe A.

5.1.3. Moment d’inertie de solides composés

Le moment d’inertie d’un solide composé est égal & la somme arithmétique des moments d’inertie de chacun des
solides constitutifs par rapport au méme axe.

5.1.4. Moment d’inertie dans un repére orthonormé

Le moment d'inertie du solide par rapport a I’axe z est :

I, = L r2dm =J'S(x2 +y*) dm

X? +y?

. 1 . 2
avec I, distance entre M, de masse élémentaire dm, et 'axe z : |, =
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Par permutation, on obtient :

I, :L ridm = L(x2 +zz) dm

I, = _[s r2dm =L(y2 +2°) dm
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—
M point du salide 5 tel que |[I";I=}i?+ }=?+z—z>
l ‘ | solide
{ r/" M -.;
. \:j/‘ - dm
o fAsse
p 'z dlmentaine
& rl- H ...._,_:._...:.
Le moment d'inertie du solide par rapport au point O est : ) o e K
& ¥ §

o :L(x2+y2 +22) dm

5.2. Opérateur d’inertie d’un solide en un point O

L’opérateur d’inertie et la matrice qui lui est associée permettent de définir complétement un solide d’un point de vue

inertiel.

La matrice associée a I’opérateur d’inertie de S au point O exprimée dans la base B s’écrit ainsi :

L(yz +2*)dm —ny dm
[1(0,8)]= —ny dm L(x2+22)dm
—J'sz dm —Lyz dm

—sz dm
—Lyz dm
L(xz +y2)dm

B

Cette matrice est appelée matrice d’inertie. Par la suite on I’écrira sous la forme :

A -F -E
[1(0,S)]=|-F B -D
-E -D C ),

Cette matrice est symétrique. La trace de la matrice d’inertie est égale au double du moment d’inertie du solide S par
rapport au point O :

A+B+C=21,

: moment d’inertie du solide S par rapport a I’axe |(O,x)

: moment d’inertie du solide S par rapport a I’axe

: moment d’inertie du solide S par rapport a ’axe

: produit d’inertie du solide S par rapport au plan

: produit d’inertie du solide S par rapport au plan

Mmoo W >

: produit d’inertie du solide S par rapport au plan

Rq : dans le repere (o| Xy 2') appelé repére principal d'inertie, la matrice associée a 1(O,S) est diagonale. Elle est appelée la matrice principale d'inertie.
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5.3. Détermination pratique des matrices d’inertie

5.3.1. Plan de symétrie

Considérons le solide (S) ci-dessous admettant le plan (o,x,y) comme plan de symétrie matérielle.

A

NI

-

V<t

A tout point P(x, y, z) de masse dm, on peut associer le point P'(X, y, -z) également de masse dm.

Les produits  d'inertie DzLyZ dm et E:LXZ dm| sont nuls car Lyz dm| pour z > 0 est opposé &

Lyz dm| pour z < 0. On raisonne de la méme facon pour E.

o=
-~

.. . . | 0.5)= |-
Dans ce cas, I'axe (O,7)| est axe principal d'inertie de S. (0,5)

© m
o @
=1~

o (0,%,¥,3)

5.3.2. Solide admettant 2 plans orthogonaux de symétrie matérielle

Considérons la matrice d'inertie [1(O,S)] exprimée dans le repere R(O,x,y,z) construit sur ces 2 plans de symétrie. En
utilisant le méme raisonnement que précédemment on montre que tous les produits d’inertie sont nuls (D=E =F =0) :
le repere est repére principal d'inertie.

5.3.3. Solide admettant un axe de symétrie de révolution

Soit (0,z) cet axe de révolution, et soit
R(O,x,y,2) un repere orthonormé positif
quelconque construit sur (O,z).

[~

Du fait de la symétrie, on a
ISXZ dm:Ly2 dm|donc A =B.

><O_/ %

Jiy?+2")dm 0 0 A0 0
[1(0,9)]= 0 [[(y*+2*)dm o0 =0 A0
o o0cCj) |
0 0 2Ly2dm L (--2)

Caractéristiques d’inertie des solides page 9/14



Lo CPGE - PT Mr Pernot

Caractéristiques d’inertie des solides

5.3.4. Solide admettant un centre de symétrie matérielle de révolution

N

Du fait de la symétrie, ona:
sz dm= Lyz dm= Lzz dm|doncA=B=C.

A0 0
[1(0,S)]=] 0 A 0
0 0 A

(==)

A=1731,

5.3.5. Solide plan ayant une épaisseur négligeable

Epaisseur négligeable suivant I’axe (O,z) donc z =0
Il en résulte :

A:J'Sy2 dm, B:Lx2 dm et C:L(x2+y2) dm=A+B
EtD=E=0.

(A
[I(O,S)]:t —OF 5

5.4. Variation de [1(O,S)] avec le point O — Théoréemes de Huyghens

5.4.1. Relation entre les opérateurs d’inertie en O et en G

Théoreme de Huyghens généralisé (écriture matricielle) :

(yé+zé) —XaYe ~XoZg
[1(0.9)]=[1(G.S)]+m| —Xo¥s (X&+22) Yoo o

2 \2
—Xelg —Yels (XG +yG)

Remarques :

Les moments d’inertie suivant la diagonale sont minimaux au centre d’inertie G Mo
On ne peut pas exprimer directement une matrice d’inertie en un point B a
partir de son expression au point A : il faut passer par le point G.
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5.4.2. Théoreme de HUYGHENS pour les moments d'inertie par rapport a un axe de S

z

los = lgs + M(S) d?

]

[e2)}

<l

[1(0,8)]  =P™[1(0,S)] P

cosd -singd O

Rbsb)=|sind cosé 0

On définit une matrice de passage de 0 0 1

la base b vers la base b,

Attention, en général, on veut uniquement le moment d’inertie autour d’un axe Ok (k : vecteur unitaire), donc :

I(5.0,) =( [1(0.8)][K] )k ?

[Tes(4)], %a\f v [Terl7)],
hi=34 h,=36 hs=50 36 /’27 —
: N f

Exemple % i 4y

. slz i
Soit I’arbre suivant : PNl & ol g ol & slo o |

SO e -
. e L. . REEs—
La matrice d’inertie du cylindre 5 en O [Tex(1)] ' |
est donnée dans sa base u,v : 1 T, T3], g
Mr2 (6,
A 0 O A= 2!' Bases de caleul : B = (%s,¥52s) U = (0,V.2) ‘ z;sz 11;‘:338‘,; (? 0973

0 B OavecBCMr2 M 12
0 0 B 4 12

La matrice de 5 en O dans la base Xo,yo en projection sur I’axe xo, e calcule ainsi :

[1(570,,) |=( [1(0.5)] %, )| avec|%, =COSaii +sinav

A 0 O cosa Acosa
Soit : [I(O(S) ].)‘(0)]: 0 B 0].|sina =| Bsina
0 0 B 0 0

Donc : [I(S/Oi0 )} = Acos’ 0.+ Bsin®
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FORMULAIRE : Centre d’inertie

Rectangle

Parallélogramme

Cercle

S=nuf

% cercle

gl
\
|

1/4 cercle

Secteur circulaire

Triangle Tige circulaire ou cerceau | Tige % cercle
bh
S=
; 3 Nﬁig ﬁ
| ’ i |
: : ) JE YA AN
Ei / D | N
‘ 1/4 cercle
- b2 o b2
Cone Cone creux Tige droite
\
_nR%h
V= 3 |
: G
G ] b !
-t L
& 0 A
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% cylindre creux % sphére
FORMUVLAIRE : Moments d’inertie, matrice d’inertie
For':gfr?cee 2 Moments d’inertie
Volume Paramétrage
. avec M masse du volume
au point G
Cyli i
ylindre plein Mr?2
A =
2
Mr2 MI°
Vemrl A0 0] | B=C=" iy
2 2
0 B O Nota : B, = C, = M, MI
0 0 B 4 3
(x,y,2)
Cylindre creux 1
! A 0 O A:M(R2+r2)zMr2(r:R+r)
< 0 B O 2 moem 2
V = t(R%-r?).l = 2, 2 2
2 0 0 B B_c_-MR+r) Ml
4 12
2 2 2
v, z) Nota:Blzcle(R ) Ml
4 3
Tige pleine . A0 O A =0 (r négligeabledevantl)
110 B 0 M |2
0 0 B R
M |2
v,2) Nota:B, =C, = 3
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Spheére A0 O
A=B=C==Mr?
0 A O
V = 4.7Z'.r3 0 0 A
3 7 .,
Nota : A, = —Mr
(xy,2) 5
Cone plein N aMr?
A 0 O 10
2 2
V= 71'.|"2.h 0 B 0 B:C:3Mr +M
2 2
Nota:B, = C, = SMr_, Mh
(xy,2) 20 10
3M
BG = CG = 5(4{2 + hz)
Parallélépipéde A0 O Mo,
rectangle A=—(a®+b?
0 B O 12 , ,
¥, M _ Mb? M
V=a.b.l % 0 0 C B_E(b +17) B = 12 * 3
M
C=—(@%+I?
. (x,y,2) 12 ( + )
A ¥ 0 B O A:%(4R2+3r2)
V = 2nR.r2 . % 0 0 B 512
* Ty B=C=M(R’+2)
% 8
v (x,y,2)
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