Cycle 4: Analyser, modéliser et étudier le comportement des
Systemes Linéaires Continus et Invariants

Chapitre 2 — Modélisation des systemes asservis — Transformée de Laplace
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Asservissement du freinage Asservissement en Asservissement de
d'un A318 vitesse et position la position du rotor
d'un centre d'usinage d'une pompe turbo moléculaire

On veut prévoir le comportement de systémes intégrant des technologies différentes. Par exemple, en mode
automatique, le freinage d'un avion dépend de son accélération (technologie mécanique). L'envoi de 1'ordre de
freinage est piloté par une servo-valve électro-hydraulique (technologies électriques et hydrauliques).

1l va donc falloir d'une part définir des outils mathématiques indépendant des différentes technologies pour
décrire le fonctionnement des systémes. D'autre part, ces modéles devront permettre de connaitre les réponses du
systeme en fonction de sollicitations diverses (échelons, rampes, sinusoides ...).

Classiquement, ces systémes sont modélisables par des équations différentielles. Or, déterminer une solution
analytique pour une équation différentielle n'est pas toujours aisé.

PROBLEMATIQUES :
— Comment modéliser un systéme dont le fonctionnement fait appel a plusieurs champs de la physiques 2

— Comment déterminer le comportement d'un systeme lorsque celui-ci est régit par une équation
différentielle complexe ?

SAVOIRS :
— Mod-C2.1 Modélisation par équations différentielles.

— Mod-C2.2 Représentation par fonction de transfert (formalisme de Laplace).

Remarque
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Pour que le schéma-bloc fonctionnel puisse étre utilisé en simulation sous cette forme, il faut pouvoir caractériser le
comportement de chaque composant indépendamment des autres. Ceci est réalisé, sous certaines hypotheses, par les fonctions
de transfert.

1. Modéle utilisé : Systemes Linéaires Continus et Invariants (SLCI)

La modélisation du comportement d'un composant consiste a chercher la relation entre une ou plusieurs grandeurs
d'entrée et une grandeur de sortie, appelée aussi réponse. Le modéle utilisé pour caractériser le comportement des
composants Vérifie les hypothéses des Systémes Linéaires Continus Invariants (SLCI).

Un systéme de type SLCI, vérifie les hypothéses suivantes : stt) f‘|5 N\
— les grandeurs d'entrée et de sortie évoluent de maniére continue avec le temps, T
— e systéme est invariant, c'est-a-dire gu'il reste identigue et valable a chague instant {1} L'usure de certaines
durant la période d'étude ), mﬁ:;;’":‘:dﬂ
évolutions des lois de

— le systéme est linéaire ™, c'est-a-dire que la sortie est une combinaison linéaire des
comportement ouw cours

réponses aux signaux d’entrée. du temps, qui me sont
pas prises en compte.

(2] La limite de vitesse

Les SLCI sont caractérisés par un systéme d'équations différentielles linéaires a d'un mateur est une
coefficients constants de la forme : ’;!‘f‘::km""’

d"s . d™s . ds raosit)=b d™e b d™le
a ——+0a —t...t iy —+0 = —F —_—
n dfn 1 dtn-l 1 dt e m d'tm m-1 dtm.]_

de Dons ces cas, il faut res-
+"‘+h]._+bﬂf[ﬂ treindre le domaine

dt d'étude etfou faire une
linéarisation outour
e(t):entrée et s{t): sortie d’un point de
fonctionnement

n est l'ordre du systéme.

Pour des raisons liées a la causalité (le comportement d'un systeme dépend du passé, pas du futur), les systemes réels étudiés imposent
m<n. Cette propriété permet de définir, a priori, les entrées et la sortie.

Le modeéle peut étre obtenu par application des lois de la physique ou expérimentalement.

Un modéle de connaissance est un modeéle mathématique déterming par application de
lois et principes de la physique.

Un modéle de comportement est déterminé a partir de réponses expérimentales a des
signaux tests.

1.1. Modéle de comportement des systemes les plus simples

De nombreux systémes, tels les réducteurs de vitesse, potentiométre, capteurs, résistance électrique..., sont modélisés par
une simple relation de proportionnalité entre ’entrée et la sortie, appelé GAIN du constituant.

Exemples avec modéle de connaissance proportionnelle
o(t) uft)

Potentiométre
‘ angulaire ‘

u(t)-h.ﬂ(t)
)

o.(t) @,(t)
‘ Réducteur q

a,(t)=R.o.(t)

R: Rapport de réduction U, - Tension aux bornes et 6. :course anguloire

<
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1.2. Modele de comportement des systémes du ler ordre

Un modéle plus élaboré, couramment rencontré, est le modéle dit du premier ordre. La forme
générale de |'équation différentielle caractéristigue d'un systéme du premier ordre est :

d st
k. :: L st} = K.e(t) ol : K est le gain statique du systeme.

T est la constante de temps.

Exemple : Moteur pas a pas se comportant comme un circuit RL
On s'intéresse a un circuit RL (résistance + bobine) couramment rencontré dans les circuits
électriques (filtres, moteur pas a pas, ...).
— = i |
2 5

Réel Modéle

Les équations électrigues du circuit sont les suivontes : eft)=L. %+uit] {1)
uft)=R.i(t} {2)
Soit e[t}=%. L] +uft) = On obtient bien une équation différentielle d'ardre 1.

dt

L . .
La constante de temps vaut I=E fen secondes) et le gain statique vaut 1.

1.3. Modéle de comportement des systémes du 2éme ordre

Un autre modéle trés couramment rencontré est le modéle dit du second ordre. La forme

génerale de I'équation différentielle caractéristique d'un systéme du second ordre est : gt L
d'amortissement z est

d st) . K est le gain statique du systéme. taujours = 0

+s(t) =Keft)|ou: ®a pulsatien propre

1 est le coefficient d'amortissement ™. non amartie du
systeme wy est

toujours =0

1 d® sft)
@) dt?

s
+2—.
wﬂ

wyp est la pulsation propre non amortie

du systeme ',

Exemple : Systéme masse-ressort-amaortisseur

On s'intéresse au mouvement d'une roue par rapport au chdssis par lintermédiaire d'un
systéme amortisseur ressort. Ce systéme peut étre modélisé par une masse reliée en série 4
un ressort et un amortisseur montés en paralléle.

Fit)
x(t)
f
Réel : Systeme d’'amortissement d’'un Maodéle : Schéma de modélisation du
quad systéme masse-ressort-amaortisseur
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On nate F(t) la force exercée sur la masse M et x(t) lo position de cette masse par rapport g
I'équilibre. La masse M est soumise :

* g l'oction Ft)

s g l'action du ressort : -k.x(t)

» & l'oction de 'amortisseur : — f,_d;iﬂ

L'écriture du principe fondamental de la dynamigque sur la masse M permet d'écrire :
3 2

m X0 X0 r) soit: g P —F
dt dt dt a3t

-+ L'équation obtenue est bien une équation différentielle d'ordre 2.

J k
La pulsation propre non amortie vaut @, = " {radians/secondes), le coefficient

f 1
d'amortissement vaut : =——— (sans unité) et le gain statigue vaut K=—{m.N").
2kM k

Modéle de comportement général des SLCI et démarche de résolution de 1’équation différentielle

Un SLCI est modélisé par un modéle de comportement représenté par une équation différentielle d'ordre n reliant la sortie
s(t) a I’entrée e(t). Elle est obtenue par la combinaison des différentes équations différentielles issues des modeles de
comportement des sous-systemes élémentaires constituant le schéma-bloc fonctionnel du systéme global. Elle s'écrit sous la

forme générale :

d"sft) _
"odt”

e(t) ] [ S'L) Modéle de comporterment sous forme
Qﬁ. EI‘I; E EI d"éguation différentielle

.t ag. 5t)=b_. ddtim‘*'"‘*bu' e(t)

Les systemes étudiés impliquent que n > m afin de respecter la condition de causalité du systéme (n est appelé 1’ordre du
systeme). Une fois cette équation obtenue, deux questions peuvent alors se poser :

e Comment prendre en compte la modification de modélisation d'un composant (moteur par exemple) de maniére aisée ?
e Comment obtenir la réponse du systéme pour une entrée quelconque afin d'analyser les performances globales du systeme ?

On constate dans ces deux situations que I'écriture sous forme différentielle du SLCI n'est pas adaptée pour une résolution a
la main car la recherche de la solution de I'équation différentielle reste difficile et trop complexe pour des équations d'ordre
élevé ou lorsque la consigne e(t) est de forme compliquée.

L'outil privilégié pour traiter un SLCI de maniére efficace, tant pour analyser le comportement, que pour résoudre une
équation d'ordre quelconque, est la transformation de Laplace qui permet d'obtenir une relation algébrique entre la sortie et
I'entrée. L’intérét principal de cette méthode est de manipuler algébriquement des polyndmes plutdt qu’une équation
différentielle.

Pour cela il faut :

e utiliser la transformée de Laplace pour passer du domaine temporel vers le domaine de Laplace
e manipuler proprement des polynémes pour mettre en forme la solution S(p)
e utiliser la transformée inverse de Laplace une fois la solution S(p) mise en forme, pour rebasculer vers le domaine temporel.

Modélisation des systémes asservis — Transformée de Laplace
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Dans le domaine temporel, la variable est le temps, noté t . Dans le domaine de Laplace, la variable est notée p (ou s dans les
pays anglo-saxons). On peut aussi noter : p=c+jw (variable complexe).

Méthode de résolution d'une équation dans le
domaine de Laplace

Equation différentielle du
second ordre

Méthode de résolution d’'une équation du second Entrée e(t) - Sortie s(t)

ordre dans le domaine temporel L

Domaine
temporel

Equation différentielle du

second ordre Transformation dans le
Entrée eft) - Sortie s(t) 1 domaine de Laplace

Entrée E(p) — Sortie S{p)

@
=]
[v]
A -
Solution générale de Solution particuliére de (]
|'équation sans 2™ membre I'équation avec2™ membre 3
Régime transitoire : 5,(t) Régime permanent : 5,(t) Manipulation des équations o
| L4}
=
1]
W £
[=]
(=)
Transformation de Laplace
Solution : —
s(t)=s,{t)+ s,(t)

Solution s{t)

Domaine
temporel

2.1. Définition de la transformée de Laplace

Soit f(t)une fonction réelle d’'une variable réelle telle que f(t)=0 pour t<0'". On L
(1) L'ingénieur a pour
définit sa transformée de Laplace i[_ﬂt:l] comme ['unique fonction F(p) de la variable pratique d'étudier Feffet
d'une couse gu'il situe @
complexe p telle que : lo date ta, Lo couse
précédant toujours
+an Feffet, la transformée
f{r}_f'[m]_) Flp)= J. flt): g™ PL. 4t de Laploce n'est déie
que pour des fonctions
o dites & cousales .
Domaine temporel Domaine symboligue (ou de Laplace)

La transformation de Laplace permet de transformer les équations différentielles en polynémes, de définir les fonctions
de transfert, de représenter par schéma-bloc un systéme et de calculer simplement la valeur finale !

2.2. Propriétés de la transformée de Laplace

Les propriétés qui suivent sont fondamentales car elles permettent de calculer facilement les transformées de Laplace
des équations du modéle de connaissance.

Linéarité

Soit [ f(t)]= F(p)et.Z[g(r)]=G(p).

On démontre que :
2[f(n0+g0)]=2[f(0)]+2[g(0)]=F(p)+G(p)

etque:
Z[K-flt)|=K-2[f(t)]=K-F(p)

Propriété
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Conditions de Heaviside

Une fonction temporelle f(#) vérifie les conditions de Heaviside lorsque les dérivées successives
nécessaires i la résolution de I'équation différention sont nulles pour t = 0% :

df[0+j_0
dt dt2?

2 £rovk
LG ]:0...

flo*)=0

Propriété

On parle de conditions initiales nulles.

Intégration dans les conditions de Heaviside :

Propriété

i
Il
& tYdt| =—F
If(] p (p)

Transformée de Laplace de la dérivation

La transformée de Laplace d'une dérivée premiére est donnée par :
daf(t
2[ L0~ prip)- 07

La transformée de Laplace d'une dérivée seconde est donnée par :

d2f(t
52[ d};[z ]]szF(P}—Pf[0+J—

df(ov)
dt
Dans les conditions de Heaviside,

L[Aft)]_ L], La"f]_ .,
J{ T ]—pP{p) et J{ 15z |~P Flp) et J{ - ]—p F(p)

Propriété
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4

conditions de Heaviside :

a?y(t) . dy(t)

— 243
a2 dt

P2 Y(p)+ 3.p.Y(p) =g car y(0) = y(0) = 0 — Y(p) =

. -
p*.(p +3)

Que se cache sous I'expression de I'équation différentielle et de Laplace ?

L'équation différentielle se sépare en 2.

10

“ I

Usg

Correcteur
+
Amplificateur

* La partie gauche représente la loi de comportement du systéme étudié.
Voila le systeme que vous étudiez en réalité: charge d'un condensateur

.
Perturbations

Préactionneur
+
Actionneur

+

+

Effecteur

Capteur IL

transmetteur(s) Sortie

Application : Déterminer la transformée de Laplace de I'équation différentielle suivante dans les

systeme en sortie Ug(t)

On applique un échelon de tension unitaire (signal électrique)
tel que a t<0, U=0V et 4 t=0, U=1V.

On appui sur le bouton poussoir P1 et on obtient la réponse du

____________________________________________________

Application : Déterminer la transformée de Laplace de I'équation différentielle suivante

3. 44
dt

dle)

dé(t) _
+ 6'—df +3.8(1) =e(l)

avec 8(0)=1ef B8(+0) =2

31p% O (p) = p. 6(0%) = B(0+)] +6. [p.© (p) - 6(0+)}+ 3.O (p) = E(p)

3..[p°.O(p)-p.1-2]+6.[p.O (p)- 1]+ 3 O (p)=E(p)
3p°.O(p)+6.p.0(p)+3.0(p)-3.p-12=E(p)

Modélisation des systémes asservis — Transformée de Laplace
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2.3. Théorémes usuels

Ils nous permettent de caractériser le systeme par ses conditions initiales (d'ou par le mouvement par ex) et surtout les
performances a l'arrivée aprés sollicitation (valeur finale atteinte, erreur statique....).

Théoréme de la valeur initiale
5]
'E li t)=li F
5 L= s
=
Théoréme de la valeur finale
L
£ ) .
3 ,@logf(tl—}?%pn“lp)
[
Théoréme du retard
LEl
& —tap
5 £[f(t—t))]=e "PF(p)
£

Tout retard temporel t0 sur une fonction se traduit par un facteur multiplicatif e sur sa transformée de Laplace.

2.4. Transformées usuelles de fonctions causales

Nous ne chercherons pas a déterminer F(p) par la définition (car résoudre 1’intégrale est aussi difficile que de résoudre
I’équation différentielle du départ). Nous nous servirons de tableaux qu’il faudra connaitre :

Impulsion

f(t) de Dirac 1u(t) t g™ te™ cos(ut) sin(cot) e™ cos(mt) & sin(ut)
i(t)
Fo) 1 1 L 1 1 D @ p+a @
p p° p+a (p+a)f | pP+a’ | pP+@ | (p+af+@’ | (p+a)f +a’
Calcul de Z[f()] avec f(f)=e*" Yt>0.

S

o

*u-’l +00 +oo

% e — g —at]_ — —at _,—pt — —(p+a)t — [_ 1 —(p+a)t = — 1

§ L[f()]=%[e " |=F(p) je e Pldt fe dt pme A v

0 0
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Méthode de résolution d’'une équation dans le

3. Latransformée inverse de Laplace domaine de Laplace
Equation différentielle du % g
Apres avoir trouvé la transformée dans le domaine de Laplace de 1’équation e DE%
différentielle du systtme soumis & une entrée, on se retrouve avec une fonction | So— T
polynomiale. Pour connaitre la réponse du systeme dans le domaine temporel, on Transformation dans e
doit effectuer la transformée inverse de Laplace de ce polynéme. Eneda i) sorte )

La transformation inverse consiste a décomposer la fraction rationnelle (en p) en !
éléments simples (somme de plusieurs fractions simples en p) et a identifier chaque !
élément simple a une fonction élémentaireent. !
1

1

1

1

1

Manipulation des équations

Transformation de Laplace
inverse

Pour déterminer la transformée de Laplace inverse de S(p) , donc s(t) =L™ [S(p)], il faut : BT L

Solution sft)

Domaine
temporel

3.1. Mettre ’ordre du polynéme du numérateur inférieur a celui du dénominateur

2 2
2 ‘ordre ; " d'ordr = “+3. 2-3.p-— -3.p—
Polynome A d'ordre n _ Polynome C d'ordre m Exemple : qp +1 _p+ qp+ 3p-1 14 p-1
Polynome B d'ordre n Polynome B d'ordre n p t3ip+2 p +3ip+2 p +3p+l1

3.2. Rechercher les racines du dénominateur

2 3 4 Supposons que le dénominateur ait :
g+ 0. p+ . + . + .
0 1-P 'éjl P 3’ P 1 4P 3 - 1 racine réelle simple p = a
WthptV,p +¥p +¥ep +¥sp - 1racine réelle double p=b
- Zracines complexes conjuguées p=ct|d

Soit S(p) =

3.3. Factoriser le dénominateur

2 3 4
Donc S(p) = %+ p+frp q_+a'3-P taa,-}:
Vs-(p—a)(p—-b)"[(p—c) +d”]

3.4. Décomposer en éléments simples

La régle pour définir le nombre d’éléments simples est la suivante :
Supposons que le dénominateur ait :

(avec A constante réelle)

- 1 racine réelle simple p = a — 1 élément simple de la forme
p—a

. . i . A B
- 1 racine réelle double p = b — 2 éléments simples de la forme et

2
(avec A et B constantes réelles) p-b (p-0)

Ap+B

- 2 racines complexes conjuguées : p = ¢  j.d — 1 élément simple de la forme ——————
[(p—c)" +d~]

(avec A et B constantes réelles)

g +on.p+pop’ +o5.p +aypt 4 . B, C . Dp+E
vs:(p—a).(p-bY[(p—-c)+d’] p-a p-b (p-b) [(p-c)+d’]

donc S(p) =

Modélisation des systémes asservis — Transformée de Laplace page 10/13
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3.5. Déterminer les constantes

= A multiplier S(p) par {p—a} et faire tendre p vers a

(p—a). oy +ay.p+ P .p’ +a'3p +af4p _ay+aya+ pra’ +aza +ayat
2 2

a ys(p-a)(p-b)’ [(p—c)’ +d’ ]| ys(a-b) [(a—c) +d’]

= fjm| 22— Blp-a) C(p-a) Dp+E)(p-a)|_

poa  p-a p-b  (p-B  [(p-of+dl |
4

lim(p~a).5(p)= lim

oy +oga+pra’ raya’ vaa
¥s(a=-b) la—d’ +d’]

donc A =

=  C: multiplier S(p) par {p—b}l2 et faire tendre p vers b
[ 2 3 4 2 3 4
hu}l(p—b)z.S(p):]jﬂl'(p— )2 Ty +0y p+fhp +ayp +a@,p }: ay+ay b+ b +ay b +ayh
P

P ps(p—a)(p-b) l(p-c) +d’] »sb—a)[(b—c) +d’]
| A@D B@-B Cpob)  (Dp+E)(p-b) }C
p=b p-a p—b (p-b)’ [(p—c)’ +d’]

oy +ayh +,ti3.b2 + a3b3 + rxﬁft
75-(b—a)[(b—c)* +d’]

donc C =

= B multiplier S(p) par {p—b) et faire tendre p vers +e

oy +ay p+ Py p? +a’p+arp
llm L (p-b)5(p) = hm (P b) ——1 2 +
¥s(p-a)(p-by [(p—c)* +d’ ]| ?’5

ri'-(p—b) B-(p—b) C(p-— b) (DP+E)(p b)

- lim + =A+B+0+D+0
pot= p-a p-b (P p'  (p-o’+d’]
oy
doncA+B+0+D+0=—
¥s

= D etE : multiplier par |{p—c}2+d2 et faire tendre p vers c+).d, puis identifier partie réelle et imaginaire

- P R —
_ e B Pk +topt+fp oy p ragpt | ac.+al.{r+J.d)+ﬁ.{c+Jd} +ary (e +_;ﬂ‘]|j+a4_(c+_,r,d'}
m Jp-ep s a5~ im dlk” “o 1;— -ap-brlp-or+d1] | yslle+ jd)—a) e+ jd)-b)°
- hm | A +d], B’ +d’], Clp =) +d’], Dp+E)@-o' +d’]| o .
poctid  p-a p-b (p-b) [(p-c) +d’] '
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3.6. Identifier les transformées usuelles inverses

A B o _ _ _ Dp+E ) _
, et 7 sont identifiables immédiatement mais ——— 55 doit &tre mis sous la forme
p-a’ p-b  (p-b)y [(p—c)”+d7]
Dp+E Dip-c) . De+E _D (p—oc) +D.(‘+E d

de : 2 - 2 3 1, 7 - ]
lp-0’+d?] [(p-0P+d’] [p-0 +d’] [p-o’+d?] d [(p—o’+d’]

On trouve en identifiant avec les transformees usuelles, la transformée inverse :

E
e sin({dt)].u(t)

s(t) = [Ae* + B.e™+ Cte®™+ De™ cos(dt) +

On notera que quand {—+e= cette fonction converge si et seulement si a, b et ¢ sont négatifs.

| s(t) est donc stable si et seulement si les parties réelles des racines du dénominateur sont négatives.

Application : A partir de I'expression de la transformée de Laplace trouvée en p6, déterminer
I’expression de la sortie y(t).

1 A B C
=4+

P Y(p)+3.p.Y(p) =1 car y(0)=y(0)=0- Y(p) = — - -
(Bm g 080 YO0} = WO =Dy VP =g o oy s

Pour trouver les coefficients A = —%, B = % etC= % il faut :
e multiplier par p + 3 et faire tendrep vers -3 — C

» multiplier par p? et faire tendre p vers 0 s
» muitiplier par p et faire tendre p vers « — A
0.4 =
Et on trouve bien : - o~

P

y(t) = —% + %— + %.e"" 02 —
0.1 %/ )
3 &

0 —47/6 x
qui a pour asymptote en +ow, o1 A
: 1 ¢t . i
la droite y({)=——+— t
9 3 024 0.2 0.4 06 08 1 1,2 14
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Un petit pas vers la fonction de transfert et I'analyse temporelle....

Si on reprend I'expression de Y(p) = 1/p**(p+3). Ceci est I'expression de la sortie dans le domaine de Laplace conséquence d'une
entrée en échelon unitaire dans Laplace = 1/p.

On peut donc écrire: Y(p) = L/p(p+3) * (1/p) soit| Y(p) = 1/p(p+3) * E(p)

On peut donc exprimer facilement la sortie en fonction de I'entrée dans laplace et donc ce que I'on appelle la fonction de
transfert:

H(p) = Y(p) /E(p)  soit | H(p) = 1/p(p+3)

On peut donc maintenant mettre en entrée tout ce que I'on veut, la sortie sera toujours: Y(p) = H(p) * E(p)
Voici une autre forme d'écriture a I'aide d'un schéma bloc simplifié:

wn, mperawre...).

it Perturbation:
nsuite comparée & erturbations

issue de linterface ,
partie  commande
sires. Préactionneur

+
Correcteur

elt) ¢ ; Actionneur R
= + >
porng (B L ’ Amplificateur Sortie

transmetteur(s)
+

i Effecteur
Capteur r
- 1
s=(s+ 3
Echelon d'entrée N l[ R } Yl
Systéme Réponse temporelle

Voici I'expression de la sortie Uag(t) a un échelon unitaire....on retrouve la courbe trouvée analytiquement.

35

T T T T T T T T T T T T T
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